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جبرخطͬ و جادویی مربع های

پورمند هدی و رابوکͬ∗ گلپر عفت

عدد نام به ثابت عددی آن اصلͬ قطر و ستون، هرسطر، مجموع که است حقیقͬ اعداد از جدولͬ جادویی مربع چͺیده.
منظم، صفر، جادویی مربع به ͬ توان م آن ها متداول ترین از که دارند مختلفͬ انواع جادویی مربع های است. جادویی ثابت
جالب بحث آن ها کردن پر روش های گرفته اند. قرار بررسͬ مورد مختلف جهات از مربع ها این کرد. اشاره مورب و نرمال،
از جادویی مربع های خواص بررسͬ به مقاله این در ما است. شده انجام زمینه این در زیادی تحقیقات که است مفصلͬ و

ͬ پردازیم. م مقادیرویژه و تشͺیل دهنده برداری فضای بعد وارون پذیری، رتبه، نظر

تاریخچه و مقدمه .١

٢٢٠٠ به مربوط قدیمͬ دست نوشته ای به متعلق که است شده کشف کهن چین در جادویی مربع های نمونه اولین
پوسته که شده خارج زرد رودخانه از لاک پشتͬ که کرد مشاهده یو١ پادشاه افسانه ای بر اساس است. میلاد از قبل سال
هیچ چون .[١ ،٩] است لͺه ها از مختلفͬ تعداد از سه در سه شبͺه ͷی به صورت غیرمعمول بسیار الͽوی ͷی آن لاک

است: بوده شͺل این به احتمالا لاک پشت که گفت ͬ توان م گمان و حدس با فقط پس نداریم عینͬ شاهد

تکین. مقدار بردارویژه، مقدارویژه، رتبه، برداری، فضای جادویی، مربع کلیدی. کلمات و عبارات
عبدالهͬ علیرضا رابط: دبیرتخصصͬ
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پورمند، ه. و رابوکͬ گلپر ع.

مورد ما، زندگͬ و محیط در هماهنگͬ و تعادل فلسفه فنگ شویی، در و ͬ نامند م لوشیو٢ جادویی مربع را مربع این
ͬ رفتند م به کار مذهبی دستͬ صنایع و نقاب ها، پوشاک، در و داشتند معنوی بار جادویی مربع های ͬ گیرد. م قرار استفاده
مربع های ͬ دهد م نشان که است دست در مستنداتͬ بوده اند. آمیخته ستاره شناسͬ و کیمیاگری، پیشͽویی، مفاهیم با و

بوده اند. توجه مورد و شناخته شده اعراب بین در و ایران، آفریقا، چین، هند، در جادویی
فرشته ای سر پشت و نقاشͬ ͷی در مربع این شد. مطرح دورر٣ آلبرشت توسط جادویی مربع از مشهور نمونه ͷی

است: شده کشیده

مورد در تحقیق همچنان البته و شده اند برده بͺار هندسه و ماتریس ها ترکیبیاتͬ، ریاضیات در جادویی مربع های
و مͺعب ها به را خود جای جادویی مربع های که تفاوت این با دارد، ادامه ریاضیدانان توسط جادویی مربع های ویژگͬ

داده اند. جادویی چهاربعدی ابرمͺعب  های حتͬ
مربع های از بعضͬ تولید طرز و آن به وابسته مهم ثابت های بعضͬ و جادویی مربع تعریف به مقاله این ٢ی بخش در
ͬ کنیم. م معرفͬ را مربع ها این از دسته چند و جادویی مربع های خواص از بعضͬ ۴ و ٣ بخش در ͬ پردازیم. م جادویی

ͬ کنیم. م بررسͬ MATLAB افزار نرم از استفاده با را نرمال جادویی مربع ͬ های ویژگ از ͬͺی آخر در و
قضیه این کرد خواهیم استفاده جادویی مربع ͬ های ویژگ برخͬ بیان در پرون‐فروبنیوس قضیه از اینکه به توجه با

ͬ کنیم. م یادآوری را

ͷی A طیفͬ شعاع این صورت در باشد. n × n مثبت ماتریسͬ A کنید فرض پرون‐فروبنیوس). (قضیه ١ قضیه
پرون‐فروبنیوس بردارویژه را مثبت درایه های با نظیر بردارویژه و پرون‐فروبنیوس مقدارویژه که است A ساده مقدارویژه

ͬ نامند. م

جادویی مربع های .٢

ͬ کنیم. م شروع اساسͬ تعریف ͷی با

ستون ها، سطرها، اعداد مجموع طوری که به است ستون n و سطر n با مربعͬ ،n مرتبه از جادویی مربع ͷی .٢ تعریف
ͬ شود. م داده نشان µ مختصر به طور یا µ(A) با که است جادویی ثابت نام به ثابت مقداری آن قطرهای و

اعداد از استفاده با ͬ توان م را ۳× ۳ جادویی مربع ͷی ͬ آوریم: م جادویی مربع های از مثال چند

۴,۸,۱۲,۱۶,۲۰,۲۴,۲۸,۳۲,۳۶
2 Lo Shu 3 Albrecht Durer
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه جبرخطͬ، و جادویی مربع های

ساخت. زیر به صورت

٢۴ ۴ ٣٢
٢٨ ٢٠ ١٢
٨ ٣۶ ١۶

با است برابر جادویی عدد حالت این در

µ = ۳۲+ ۴+ ۲۴ = ۱۲+ ۲۰+ ۲۸ = ۱۶+ ۳۶+ ۸ = ۶۰

ͷی ͬ توان م a+ (n− ۱)d تا a اعداد با بͽیرید. نظر در را k = ۱,۲, . . . , n۲ برای a+ (k − ۱)d اعداد دنباله
اعداد بͽیرید. نظر در k = ۱,۲, . . . ,۱۶ برای را ۷+(k−۱)۳ اعداد دنباله مثال برای ساخت. n در n جادویی مربع

ͬ سازند: م ۱۱۸ جادویی عدد با جادویی مربع ͷی که ۷,۱۰, . . . ,۵۲ از است عبارت دنباله این

۵۲ ۱۰ ۱۳ ۴۳
۱۹ ۳۷ ۳۴ ۲۸
۳۱ ۲۵ ۲۲ ۴۰
۱۶ ۴۶ ۴۹ ۷

از است عبارت ۱۶ تا ۱ بااعداد ۴ مرتبه از دیͽر جادویی مربع ͷی

۱۶ ۵ ۹ ۴
۲ ۱۱ ۷ ۱۴
۳ ۱۰ ۶ ۱۵
۱۳ ۸ ۱۲ ۱

است. ۳۴ برابر مربع این جادویی عدد

همانͬ ماتریس ستون های و سطرها بازنویسͬ از هرگاه ͬ نامند م برگردان۴ ماتریس را J جایͽشت ماتریس .٣ تعریف
شود. حاصل عکس به ترتیب

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت n مرتبه از برگردان ماتریس ͷی درایه های

Jij =

{
۱ i+ j = n+ ۱
۰ ۰

ستون های یا سطرها کردن برعکس برای برگردان ماتریس است. صفر برابر درایه ها بقیه و ۱ برابر J فرعͬ قطر درایه های
ستون های ترتیب راست سمت از آن ضرب و سطرها ترتیب چپ سمت از J ضرب ͬ ر ود. م به کار ماتریس ها و بردارها
و J۲ = I به علاوه، است. آن افقͬ بازتاب AJ و A عمودی بازتاب JA ،A ماتریس برای ͬ کند. م عکس بر را ماتریس

است. متعامد ماتریسͬ J ͬ دهد م نشان که J = J−۱ = JT در نتیجه
4 reverse matrix
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پورمند، ه. و رابوکͬ گلپر ع.

ͷی باشد. n×n همانͬ ماتریس kام ستون ek و n مرتبه از ستونͬ بردار ͷی e = (۱, . . . ,۱)T کنید فرض .۴ تعریف
باشد. زیر خواص دارای که است n مرتبه از A = (aij) ماتریس ͷی ،n مرتبه از جادویی مربع

.i = ۱,۲, . . . , n به ازای eTi Ae =
∑n

j=۱ aij = µ (M۱
.j = ۱,۲, . . . , n به ازای eTAej =

∑n
i=۱ aij = µ (M۲

.trace(A) =
∑n

i=۱ aii = µ (M۳
.trace(JA) =

∑n
i=۱ ai(n−i+۱) = µ (M۴

معادلات و ها ستون و سطرها مجموع که ͬ دهد م نشان M۲ و M۱ معادلات ͬ شود. م نامیده جادویی ثابت µ عدد
µیند. برابر فرعͬ و اصلͬ قطرهای درایه  های مجموع که ͬ کند م بیان M۴ و M۳

رابطه در جادویی ثابت

µ =

∑n
i=۱

∑n
j=۱ aij

n

ͬ کند. م صدق

جادویی مربع های ͬ های ویژگ .٣

از جمله جادویی مربع های خواص برخͬ دهیم. مͬ نشان MS(n) با را n مرتبه از جادویی مربع های تمام مجموعه
آن ها مهم خاصیت چند ادامه در ما است. گرفته قرار بررسͬ مورد [٢ ،٣ ،۴ ،٩] در آن ها ویژه بردارهای و مقادیرویژه

ͬ کنیم. م بررسͬ را

این صورت در باشد. اسͺالری α و µB و µA جادویی های ثابت با جادویی مربع دو B و A کنید فرض .١ خاصیت
ماتریس های فضای از برداری زیر فضایی ،MS(n) بنابراین، است. αµA+µB جادویی ثابت با جادویی مربعͬ αA+B

است. n(n− ۲) برابر فضا این بعد است. مختلط درایه های با n× n

ͬ کنیم: م بررسͬ αA+B ترکیب برای را جادویی مربع خاصیت چهار اثبات.

.
∑n

j=۱(αaij + bij) =
∑n

j=۱ αaij +
∑n

j=۱ bij = αµA + µB (١
.
∑n

i=۱(αaij + bij) =
∑n

i=۱ αaij +
∑n

i=۱ bij = αµA + µB (٢
.(αA+B) = (αA) + (B) = αµA + µB (٣

.(J(αA+B)) = (J(αA)) + (JB) = αµA + µB (۴

□ کنید. مراجعه [٩] به MS(n) بعد از اثباتͬ دیدن برای

است. جادویی ثابت همان با جادویی مربعͬ جادویی مربع هر ترانهاده .٢ خاصیت

عدد ͷی بر کردن تقسیم یا ضرب کم، اضافه، با A از آن های درایه که باشد ماتریسͬ B کنید فرض .٣ خاصیت
ماتریس ͷی E آن در که ،B = βA+αE دراین صورت باشد. آمده به دست تقسیم) و ضرب برای صفر (بجز مشخص
آن جادویی ثابت که است جادویی مربعͬ نیز B باشد µA جادویی ثابت با جادویی مربعͬ A اگر است. ۱ درایه های با

ͬ آید. م به دست زیر به  صورت

µB = βµA + αn.
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه جبرخطͬ، و جادویی مربع های

جادویی مربع انعکاس :١ شͺل

بنابراین است، جادویی عدد برابر جادویی ماتریس ستون های و سطرها مجموع اینکه، به توجه با .۴ خاصیت

(١) Ae = µe, eTA = µeT ,

درایه های آنجاکه از است. A ماتریس برای µ نظیر راست و چپ بردارویژه e و مقدارویژه ͷی µ ͬ دهد م نشان که
اکیداً اندازه ای A ویژه مقادیر بقیه و ١ جبری مرتبه دارای µ پرون‐فروبنیوس قضیه طبق مثبت اند، ͬͽهم جادویی مربع

دارند. µ از کمتر

آنگاه باشند. آن مقادیرویژه λ۱, . . . , λn و n مرتبه از جادویی مربع ͷی A کنید فرض .۵ خاصیت

(٢) (A) =

n∑
i=۱

λi = µ.

است: آن جادویی ثابت برای جادویی مربع هر بی نهایت نرم و ١‐نرم خاصیت۶.

∥A∥۱ = max
۱≤j≤n

{
n∑

i=۱
|aij |

}
= µ, ∥A∥∞ = max

۱≤i≤n


n∑

j=۱
|aij |

 = µ.

جادویی اند. مربع نیز JATJ ،ATJ ،JAT ،AT ،JAJ ،AJ ،JA باشد، جادویی مربع A اگر .۵ قضیه

دارد: را ،M۴ تا M۱ جادویی، مربع ویژگͬ چهار JA ͬ دهیم م نشان اثبات.

eTi (JA)e = (eTi J)Ae = eTn−i+۱Ae = µ (i = ۱,۲, . . . , n).

مشابه به طور .eTi J = eTn−i+۱ بنابراین ͬ آید، م به دست en−i+۱ بردار ei درایه های عکس چینش از که داریم توجه

eT (JA)ei = (eTJ)Aei = eTAei = µ (i = ۱,۲, . . . , n).

پس است. A روی M۳ خاصیت همان JA روی M۴ خاصیت و A روی M۴ خاصیت همان JA روی M۳ خاصیت
□ داد. نشان را جادویی مربع خواص برقراری ͬ توان م هم موارد بقیه برای مشابه به طور است. جادویی مربع JA

۵ http://dx.doi.org/10.22108/MSCI.2021.126556.1408
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پورمند، ه. و رابوکͬ گلپر ع.

جادویی مربع دوران :٢ شͺل

مربع نیز A′ باشد انعکاس یا و دوران تبدیلات تحت A یافته تبدیل A′ و جادویی مربع A کنید فرض .٧ خاصیت
١ شͺل در است. نکرده تغییر A

′ و A در هم به نسبت درایه ها مͺان زیرا است؛ A برابر جادویی ثابت با جادویی
و ٢٧٠ ،١٨٠ ،٩٠ زوایای با لوشیو جادویی مربع دوران همچنین ͬ کنیم. م مشاهده را لوشیو جادویی مربع انعکاس های

.(٢ (شͺل ͬ شود م جادویی مربع تولید به منجر ٣۶٠

.JAJ = A هرگاه نامند مرکزمتقارن و A = AT هرگاه گویند متقارن را A ماتریس .۶ تعریف

نیمه جادویی مربع .۴

توجه اند. جالب به خودی خود که ͬ آید م به دست اشیایی کنیم حذف را جادویی مربع تعریف از شرط ͷی اگر

برابر آن ستون های و سطرها مجموع که است حقیقͬ اعداد از n× n ماتریس ͷی نیمه جادویی۵ مربع ͷی .٧ تعریف
.[٢] باشد µ ثابت عدد

ثابت های با نیمه جادویی مربع دو B و A اگر است. Rn×n زیرفضای n مرتبه از نیمه جادویی مربع های مجموعه .٨ قضیه
است. µAµB جادویی ثابت با نیمه جادویی مربع ͷی AB آنگاه باشد. µB و µA جادویی

نیمه جادویی، مربع دو حاصل ضرب ͬ دهیم م نشان است. جادویی مربع های مشابه بودن زیر فضا اثبات اثبات.
این صورت در ،D = AB کنید فرض است. نیمه  جادویی مربعͬ

(٣) dij =
∑n

k=۱ aikbkj .

از است عبارت سطر هر درایه های مجموع

(۴) ∑n
j=۱ dij =

∑n
j=۱

∑n
k=۱ aikbkj =

∑n
k=۱ aik

∑n
j=۱ bkj = µB

∑n
k=۱ aik = µBµA

از است عبارت ستون هر درایه های مجموع و

(۵) ∑n
i=۱ dij =

∑n
i=۱

∑n
k=۱ aikbkj =

∑n
k=۱ bkj

∑n
i=۱ aik = µA

∑n
k=۱ bkj = µAµB.

□

ͬ کنیم. م بررسͬ نیمه جادویی مربع های روی را جایͽشت ماتریس های تاثیر ادامه در

5 semi-magic square
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه جبرخطͬ، و جادویی مربع های

نیمه جادویی اند. نیز PAP و PA ،AP باشد، نیمه جادویی مربع ͷی A و جایͽشت ماتریس ͷی P اگر .٩ قضیه

داریم ͬ کنند. م صدق M۲ و M۱ خواص در PA که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

eTi PAe = (P T ei)
TAe = eTkAe = µ,

به همین ترتیب .P T ei = ek بنابراین

eT (PA)ej = (eTP )Aej = eTAej = µ

نیمه جادویی نیز PAP پس نیمه جادویی اند AP و PA آنجاکه از و است مشابه است نیمه جادویی AP اینکه اثبات
□ است.

n جادویی ثابت با جادویی مربعͬ E این صورت، در باشد. ͷی درایه های با n × n ماتریس ͷی E کنید فرض
ماتریس ͷی A اگر است. E برای n−۱ مرتبه از مقدارویژه ͷی صفر همچنین، است. نیز آن ساده مقدارویژه که است
که µ نظیر مقدارویژه بجز است برابر A مقادیرویژه با A+ pE ماتریس مقادیرویژه آنگاه، ،p ∈ C و باشد نیمه جادویی
است. جادویی ثابت مساوی یا کمتر مقادیرویژه اندازه آنگاه باشد، نامنفͬ A درایه های اگر به علاوه، است. µ+pn برابر
ͬ نامند. م طبیع۶ͬ نیمه جادویی مربع آن را باشد، ۱,۲, . . . , n۲ از عبارت نیمه جادویی مربع ͷی در به کار رفته اعداد اگر
مقدارویژه ͷی جادویی ثابت پرون‐فروبنیوس، قضیه طبق باشد، مثبت نیمه جادویی ماتریس ͷی درایه های اگر

نیست). تکراری (یعنͬ است آن ساده

نیمه جادویی مربع :٣ شͺل

جادویی مربع انواع برخͬ .۵

مورب، صفر، جادویی مربع معرفͬ به ادامه در شده اند. تعریف ویژه خواص با جادویی مربع های از مختلفͬ انواع
ͬ پردازیم. م نرمال و منظم،

هر نظیر ͬ نامیم. م صفر جادویی مربع آن را باشد، صفر برابر جادویی مربعͬ جادویی ثابت اگر صفر. جادویی مربع
اینجا در که دارد وجود M = A− µ

n
E رابطه با صفر جادویی مربع ͷی µ جادویی ثابت با n مرتبه از A جادویی مربع

ͬ دهند. م زیرفضا تشͺیل صفر جادویی مربع های که داد نشان ͬ توان م به سادگͬ است. ۱ درایه های با ماتریس ͷی E

است. n۲ − ۲n− ۱ برابر n مرتبه از صفر جادویی مربع های فضای بعد [٩] .١٠ قضیه

6 natural semi-magic square
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پورمند، ه. و رابوکͬ گلپر ع.

µ =
n(n۲ + ۱)

۲ آنگاه باشد، ۱,۲, . . . , n۲ ͬ بریم م کار به جادویی مربع در که اعدادی اگر نرمال. جادویی مربع
ͬ نامند. م طبیع٧ͬ یا نرمال جادویی مربع را جادویی مربع آن و

ͬ دهد. م نشان را ۴ مرتبه از نرمال جادویی مربع ͷی ۴ شͺل

۴ مرتبه از نرمال جادویی مربع :۴ شͺل

که ͬ دهیم م قرار ماتریسͬ در را ۹ تا ۱ اعداد پس بسازیم. ۳× ۳ نرمال جادویی مربع ͷی ͬ خواهیم م کنید فرض
بشود. µ = ۳(۱۰)

۲ = ۱۵ برابر فرعͬ قطر و اصلͬ، قطر ستون ها، سطرها، مجموع

c b a

f e d

i h g

⇒

a+ b+ c = ۱۵
d+ e+ f = ۱۵
g + h+ i = ۱۵
a+ d+ g = ۱۵
b+ e+ h = ۱۵
c+ f + i = ۱۵
a+ e+ i = ۱۵
c+ e+ g = ۱۵

کنیم. حل را زیر به صورت مجهول ۹ و معادله ۸ با خطͬ معادلات دستگاه ͷی باید پس


۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰





a

b

c

d

e

f

g

h

i


=



۱۵
۱۵
۱۵
۱۵
۱۵
۱۵
۱۵
۱۵



از است عبارت دستگاه این جواب ͷی
۸ ۱ ۶
۳ ۵ ۷
۴ ۹ ۲

7 natural, normal
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه جبرخطͬ، و جادویی مربع های

برابر آن شͺسته٩ قطرهای درایه های مجموع که است جادویی مربعͬ مورب٨ جاویی مربع مورب. جادویی مربع
قطرهای موازی عنصر n شامل قطر دو از است عبارت ،n مرتبه از ماتریس از شͺسته قطر ͷی باشد. جادویی ثابت

است. شده رسم همرنگ خانه های به صورت شͺسته قطرهای زیر شͺل در ماتریس. فرعͬ و اصلͬ

مورب جادویی مربع :۵ شͺل

ماتریس
۱ ۱۵ ۶ ۱۲
۱۴ ۴ ۹ ۷
۱۱ ۵ ۱۶ ۲
۸ ۱۰ ۳ ۱۳


است. برقرار زیر روابط زیرا است، مورب جادویی مربع

۱+ ۴+ ۱۶+ ۱۳ = ۳۴, ۱۵+ ۹+ ۲+ ۸ = ۳۴,
۶+ ۷+ ۱۱+ ۱۰ = ۳۴, ۱۴+ ۵+ ۳+ ۱۲ = ۳۴,
۱۲+ ۹+ ۵+ ۸ = ۳۴, ۶+ ۴+ ۱۱+ ۱۳ = ۳۴,
۱۵+ ۱۴+ ۲+ ۳ = ۳۴, ۱+ ۷+ ۱۶+ ۱۰ = ۳۴.

است. ۰ و −۲
√
۳۴ ،۲

√
۳۴ ،۳۴ برابر ماتریس این مقادیرویژه

آن در اسͺالر در ضرب و مورب دوماتریس مجموع است. وارون ناپذیر زوج مرتبه از مورب جادویی ماتریس هر
n۲ − ۴n + ۴ آن بعد که ͬ سازند م برداری فضایی مورب ماتریس های مجموعه در نتیجه است. مورب ماتریس ͷی
n۲ − ۴n+ ۳ برایر آن بعد که است برداری فضایی صفر جادویی ثابت با مورب های مربع  مجموعه همچنین است.

.[٢] است

8 pandigonal 9 broken diagonal
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پورمند، ه. و رابوکͬ گلپر ع.

باشند. زیر خاصیت دارای آن درایه های هرگاه گوییم منظم١٠ را A جادویی مربع منظم. جادویی مربع

aij + an−i+۱,n−j+۱ =
۲µ
n

(i = ۱,۲, . . . , n, j = ۱,۲, . . . , n),

همبسته١١ را منظم جادویی مربع گویند. مͺمل را an−i+۱,n−j+۱ و aij درایه های است. A جادویی ثابت µ آن در که
ͬ نامند. م نیز متقارن١٢ یا

است. زیر صورت به دورر مشهور ۴× ۴ جادویی مربع

که کنید توجه

a۱۱ + a۴۴ = ۱۷, a۱۳ + a۴۲ = ۱۷, a۲۴ + a۳۱ = ۱۷

مسیرهای در ولͬ مرکز از یͺسان فاصله در آن مͺمل و درایه هر هستند. مͺمل نیز ۱۵ و ۲ و مͺمل ۱۶ و ۱ بالا مربع در
پایینͬ چهارم ͷی در آن مͺمل گیرد قرار چپ سمت بالایی چهارم ͷی در ͬͺی اگر یعنͬ دارند. قرار ماتریس از مختلفͬ

ͬ  شود. م واقع راست سمت
که کنید توجه

(JAJ)ij = an−i+۱,n−j+۱

بنابراین، هستند. برابر JAJ و A جادویی ثابت و
n∑

j=۱
(aij + an−i+۱,n−j+۱) = ۲µ.

ͬ کند. م صدق زیر معادله در A منظم ماتریس هر

(۶) A+ JAJ =
۲µ
n

E

است. منظم جادویی مربع ͷی آن، در اسͺالر ضرب و منظم جادویی مربع دو جمع که داد نشان ͬ توان م به سادگͬ

اگر است (n− ۱)۲
۲ + ۱ برابر آن بعد و است برداری زیر فضایی n مرتبه از منظم جادویی مربع  های مجموعه بنابراین،

باشد. زوج n اگر است n(n− ۲)
۲ + ۱ برابر و فرد n

10 regular 11 associated 12 symmetrical
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه جبرخطͬ، و جادویی مربع های

است. صفر منظم جادویی مربع ͷی آن، در اسͺالر ضرب و صفر جادویی ثابت با منظم جادویی مربع دو مجموع

برای و (n− ۱)۲
۲ برابر فرد n های برای آن بعد و برداریاست زیرفضایی صفر منظم جادویی مربع های مجموعه درنتیجه

.[٢] است n(n− ۲)
۲ برابر زوج n های

از: عبارت اند آن ویژه مقادیر باشد. دورر ۴× ۴ منظم جادویی مربع A کنید فرض کنید. توجه زیر مثال به

λ۱ = ۳۴, λ۲ = ۸, λ۳ = −۸, λ۴ = ۰,

از است عبارت آن ها نظیر بردارهای  ویژه و

u۱ =


۱
۱
۱
۱

 , u۲ =


−۲
۱
۰
۱

 , u۳ =


۱
۰
۱
−۲

 , u۴ =


−۱
۳
−۳
۱


یعنͬ صفرند برابر u۱ بجز بردارهای ویژه درایه های مجموع است. آن نظیر بردارویژه u۱ و λ۱ برابر جادویی ثابت
است یͺدیͽر برعکس آن ها نظیر بردارویژه درایه که دارد −۸ و ۸ متقارن مقدارویژه دو ،A ماتریس عمودند. e بردار بر

ͬ آید. م به دست −u۴ بچینیم ابتدا به انتها از را u۴ درایه های اگر و
بͽیرید. نظر در را زیر ماتریس اکنون

(٧) Z = A− (
µ

n
)E

ͬ نامند. م A نظیر صفر جادویی مربع را Z یͺسان اند. Z و A مقادیرویژه µ بجز ͬ دهد م نشان بعد قضیه

دارای Z و A آنگاه باشد. شده تعریف (٧) رابطه طبق Z و n× n منظم جادویی مربع ͷی A کنید فرض .١١ قضیه
Z و A است. A برای µ مقدارویژه بجای صفر مقدارویژه ͷی دارای Z به علاوه، اند. µ بجز یͺسان ویژه مقادیر

دارند. یͺسان ویژه بردارهای

زیرا است، صفر مقدارویژه نظیر Z بردارویژه e اینکه اول اثبات.

Ze = Ae− (
µ

n
)E = µe− µ

n
ne = ۰.

زیرا متعامدند، e و x این صورت در باشد. آن نظیر بردارویژه x و ،µ از متمایز ،A مقدارویژه ͷی λ کنید فرض حال

eTA = µeT =⇒ eTAx = µeTx =⇒ λeTx = µeTx =⇒ (λ− µ)eTx = ۰,

زیرا است، Z ماتریس برای آن نظیر بردارویژه x و مقدارویژه ͷی λ به علاوه، .eTx = ۰ درنتیجه

Zx = Ax− (
µ

n
)e eTx︸︷︷︸

۰
= λx.

□

قرینه اند. Z غیرصفر مقادیرویژه .١٢ قضیه
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پورمند، ه. و رابوکͬ گلپر ع.

داریم ،J در راست و چپ از (٧) رابطه طرفین ضرب با اثبات.

(٨) JZJ = JAJ − (
µ

n
)JEJ

داریم JEJ = E که نکته این به توجه و (٨) و (٧) روابط جمع از

(٩) Z + JZJ = A+ JAJ − ۲(µ
n
)E.

پس است. صفر برابر (٩) راست سمت (۶)، رابطه طبق

(١٠) JZJ = −Z.

−Z و Z مقادیرویژه درنتیجه دارند. یͺسان مقادیرویژه و متشابه اند Z و JZJ بنابراین، ،J = J−۱ که آنجا از
□ هستند. قرینه Z غیرصفر مقادیرویژه نتیجه در است. Z مقادیرویژه قرینه −Z مقادیرویژه طرفͬ از برابرند.

این مهم ویژگͬ ͷی زیر قضیه در ͬ نامند. م مرکزمتقارن‐کج١٣ ͬ کنند م صدق (١٠) رابطه در که را ماتریس هایی
است. آمده ماتریس ها

است. آن مقدارویژه ͷی نیز −λ آنگاه باشد، Z مرکزمتقارن‐کج ماتریس مقدارویژه ͷی λ کنید فرض .١٣ قضیه
.Z(Jx) = −λ(Jx) آنگاه Zx = λx اگر به علاوه،

Z مقدارویژه ͷی λ اگر بنابراین هستند. یͺسان −Z و Z مقادیرویژه که دادیم نشان قبل قضیه اثبات در اثبات.
.Zx = λx یعنͬ باشد، آن نظیر بردارویژه x و Z مقدارویژه ͷی λ کنید فرض حال است. آن مقدارویژه ͷی نیز −λ باشد

درنتیجه
.ZJx = −λJxپس ،JZJx = −Zx = −λx

□

وارون ناپذیرند. درنتیجه و صفر مقدارویژه دارای زوج مرتبه از منظم جادویی مربع های ͬ دهیم م نشان ادامه در

کانونͬ صورت در JK(λ) ژوردان بلوک ͷی اگر باشد. −B با متشابه B مختلط مربعͬ ماتریس کنید فرض .١۴ قضیه
ͬ شود. م تکرار mبار نیز JK(−λ) ژوردان بلوک شود، تکرار mبار ،B ژوردان

قرینه اند. −B و B مقادیرویژه طرفͬ، از است. یͺدیͽر مشابه آن ها ژوردان کانونͬ صورت متشابه اند، −B و B چون
دارند. یͺسان تکرار مرتبه قرینه، مقادیرویژه B ماتریس ژوردان صورت در درنتیجه

است. وارون ناپذیر A آنگاه باشد، زوج مرتبه از منظم جادویی مربع ͷی A اگر .١۵ قضیه

ͷی نیز جبری مرتبه همان با آن قرینه مثبت، مقدارویژه هر نظیر است. شده تعریف (٧) طبق Z کنید فرض اثبات.
مجموع پس است، یͺدیͽر مشابه −λ و λ ژوردان بلوک های ،Z از λ غیرصفر مقدارویژه هر برای است. Z مقدارویژه
حداقل A درنتیجه است. زوج مرتبه از Z مقدارویژه ͷی نیز صفر اما است. زوج Z غیرصفر مقادیرویژه جبری مرتبه
□ دارد. صفر مقدارویژه ͷی

13 skew-centrosymmetric, centroskew
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه جبرخطͬ، و جادویی مربع های

جادویی مربع های برخͬ فروبنیوس نرم :۶ شͺل

MATLAB از استفاده با نرمال جادویی مربع ͬ های ویژگ بعضͬ بررسͬ .۶

نرم افزار در استاندارد الͽوریتم های از استفاده با که را نرمال جادویی مربع های خواص بعضͬ [۵ ،۶] در مولر
مربع MATLAB نرم افزار در A=magic(n); دستور است. کرده بررسͬ ͬ شود م تولید magic دستور با MATLAB
اگر و وارون ناپذیر باشد زوج n اگر A جادویی مربع ͬ کند. م تولید n = ۲ بجز n > ۰ مرتبه از A مانند نرمال جادویی
رتبه که کرد مشاهده و داد قرار بررسͬ مورد را n = ۴k مرتبه از جادویی مربع های [٧] نیومن است. وارون پذیر باشد فرد
n

۲

√
n۲(n۲ − ۱)

۳ و µ برابر آن تکین بردارهای و ±n

۲

√
n(n۲ − ۱)

۳ و µ برابر مقادیرویژه و است ٣ برابر گروه این

داریم مثال به عنوان باشد. مͬ n

۲

√
(n۲ − ۱)

۳ و

(۴) =


۱۶ ۲ ۳ ۱۳
۵ ۱۱ ۱۰ ۸
۹ ۷ ۶ ۱۲
۴ ۱۴ ۱۵ ۱


است. x(x− ۳۴)(x۲ − ۸۰) آن مشخصه چندجمله ای و صفر برابر آن دترمینان که

نرم افزار توسط که نرمال جادویی مربع ͬ های ویژگ برخͬ بررسͬ به عددی آزمایش های از استفاده با ادامه در
ͬ پردازیم. م ͬ شود م تولید MATLAB

است: آن جادویی ثابت برابر A نرمال جادویی مربع بی نهایت نرم و ٢‐نرم ١‐نرم، •

∥A∥۱ = ∥A∥۲ = ∥A∥∞ = µ.

ͬ دهد. م نشان را مختلف مرتبه های از جادویی مربع های فروبنیوس نرم ۶ شͺل •
وارون پذیرند. در نتیجه و کامل رتبه دارای فرد مرتبه جادویی مربع ͬ دهد م نشان کامپیوتری آزمایش های •
برای حتͬ ،n = ۴,۸,۱۲,۱۶, . . . مانند باشد، ۴ مضرب آن ها مرتبه که زوج مرتبه از جادویی مربع های
نباشد، ۴ مضرب ولͬ بوده ۲ مضرب که زوج مرتبه از جادویی مربع هستند. ۳ رتبه دارای بزرگ nهای
وابستگͬ ولͬ وارون ناپذیرند نیز ماتریس ها این است. n/۲ + ۲ رتبه دارای ،n = ۶,۱۰,۱۴, . . . مانند

کنید. توجه ٧ شͺل به .[٨] دارند ۴ مضرب مرتبه از مربع های به نسبت کمتری ستونͬ و سطری خطͬ
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١–١۵ (١٣٩٩) ٢ شماره ،۵ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه پورمند، ه. و رابوکͬ گلپر ع.

نرمال جادویی مربع های رتبه :٧ شͺل

نیستند. صحیح عدد الزاما آن درایه های اما است جادویی مربع ͷی فرد مرتبه از جادویی مربع های وارون •

است. ۱/µ برابر آن وارون جادویی ثابت باشد، µ فرد مرتبه از نرمال جادویی مربع ͷی جادویی ثابت اگر
است ۶۵ برابر جادویی ثابت دارای ͬ شود م محاسبه (۵) دستور با که ۵ مرتبه از جادویی مربع مثال به عنوان

است. ۱
۶۵ = ۰٫۰۱۵۴ برابر A−۱ جادویی ثابت و

است. آن جادویی ثابت برابر نرمال جادویی مربع مقدارویژه بزرگترین •
بقیه صفر، مقدارویژه و µ مقدارویژه بزرگترین بجز ،n مرتبه از نرمال جادویی مربع ،n زوج عدد هر برای •
مقدارویژه، بزرگترین بجز n مرتبه از نرمال جادویی مربع ،n فرد عدد هر برای قرینه اند. دوبه دو آن مقادیرویژه

.λ۱ + · · ·+ λn = (A) = µ به علاوه قرینه اند. دوبه دو آن مقادیرویژه بقیه
مثبت اند. اعداد فرد، مرتبه نرمال جادویی مربع های تکین مقادیر همه •

است. آن جادویی ثابت برابر نرمال، جادویی مربع تکین مقدار بزرگترین •
ͬ دهد. م نشان آن را وارون ناپذیری و است زوج مرتبه از نرمال جادویی مربع تکین مقدار صفر •

کوچͷ ترین به تکین مقدار بزرگ ترین نسبت از استفاده با که ٢‐نرم به نسبت نرمال جادویی مربع حالت عدد •
جادویی مربع حالت عدد ͬ گیرد. م قرار [n, n + ۰٫۴۷] بازه در ٣ بجز فرد n برای ͬ شود، م محاسبه آن
عدد به طوری که است بزرگ بسیار زوج جادویی مربع حالت عدد مثال به عنوان است. ۴/٣٣٠١ برابر ٣ مرتبه

است. ۵٫۲۲۳× ۱۰۱۷ برابر ۶ مرتبه از جادویی مربع حالت

حالت عدد مرتبه
۵/۴۶١٨ ۵
٩/١٠١٧ ٩

٩٣/٠٠٨١ ٩٣
١٠٣/٠٠٧۶ ١٠٣
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که است شریف صنعتͬ دانشͽاه کاربردی ریاضͬ رشته دانش آموخته قم، دانشͽاه علمͬ هیأت عضو رابوکͬ گلپر عفت
حقیقͬ ماتریسͬ تجزیه های در آن کاربرد و تعمیم یافته رتبه کاهش فرمول عنوان با خود دکتری رساله از ١٣٩٠ سال در
در را کاربردی ریاضͬ ارشد کارشناسͬ دوره ایشان کرد. دفاع امیری مهدوی نظام الدین دکتر راهنمایی تحت صحیح، و
سال در امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه در را کامپیوتر در کاربرد ریاضͬ کارشناسͬ دوره و ١٣٧۵ سال در شریف صنعتͬ دانشͽاه
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